Galleri DigiVitalis CB Hggskolen i Agder

Tallfglger og tallinjen
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Om originalen
,Folgen und Zahlengerade* p& http://www.mathe-online.at/galerie/grenz/folgenz/:

Denne leeringsstatten ble utviklet av Franz Embacher, ved Fakultetet for naturvitenskap og matematikk og
Instituttet for teoretisk fysikk ved Universitetet i Wien, og Petra Oberhuemer i forbindelse med prosjektet "Nye
medier i matematikk-utdanningen" med stgtte fra departementet i @sterrike for utdanning, vitenskap og kultur.
Universitetet i Wien, juni 2004.

Siden er oversatt av Heidi Maesel Oftedahl, Kvadraturen Skolesenter, og Cornelia Brodahl, Hggskolen i Agder,
hgsten 2004 med vennlig tillatelse av forfatterne. Den norske siden ligger p& Galleri DigiVitalis under Hggskolen i
Agder, Fakultet for Realfag
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Beskrivelse

Denne animasjonen viser for noen utvalgte tallfalger (gitt ved enkle formler for det n-te ledd)

e  posisjonen pa tallinjen til det farste leddet i tallfglgen og
e dens numeriske verdi

Klikk pa en av de angitte formlene, s& markeres det fgrste leddet, og ved hvert nytt klikk pa den samme formelen
blir de pafglgende ledd markert pa tallinja. For & bytte til en annen tallfalge, klikker du bare pa den formelen som
beskriver denne falgen. Dersom du kun gnsker a fierne de markerte ledd pa tallinjen, kan du gjere dette ved a
klikke rett pa tallinjen.

Na&r den numeriske verdien vises som "0,00...", betyr dette et tall som har en verdi som er mindre enn 0,000005.

Oppgaver

1. Lek litt med animasjonen til du er fortrolig med hvordan den virker. For hvert nytt ledd skal du prgve &
legge merke til (ogsa ved & lgse de fglgende oppgavene) savel posisjonen pa tallinjen som den
numeriske verdien. Start med & studere tallfglgen gitt ved a, = n - 5. Du bar underveis kontrollere den
markerte verdi ved & regne selv! Prgv & finn de tre fgrste ledd til tallfglgen gitt a, = 5 - n? og deres
posisjon pa tallinjen fgr du klikker!

Dersom du ikke er fortrolig med funksjonen "sin" (Sinus), kan du bare hoppe over de oppgavene som
inneholder disse to tallfglgene!

2. Hvilke av de angitte formlene beskriver aritmetiske tallfglger, og hvilke beskriver geometriske
tallfglger?

3. Hvaer starst: 10. rota av 10 eller 20. rota av 20? Bruk den siste av de angitte formlene for & besvare
spgrsmalet! Hvor stor blir omtrent en "million-te” rota av en million?

4. Naér det finnes et tall som er slik at dette tallet er starre (mindre) enn alle ledd i tallfglga, sier vi at den har
en gvre (nedre) grense. Hvilke av de angitte tallfglgene mener du har en slik gvre (nedre) grense?
(Tilleggsoppgave: Prgv & bevise dine antagelser ved hjelp av en analyse av formelen for det n-te ledd!)

5. Hvis hvert (fra og med andre) ledd er sterre eller lik (mindre eller lik) det foregdende sier vi at tallfglgen
er monoton voksende (avtagende). Studer de fgrste 30 leddene for de angitte tallfglgene! Ut i fra
hvordan verdiene oppfarer seg, hvilke tallfglger ville du karakterisere som monoton voksende og hvilke
ville du karakterisere som monoton avtagende? Legg merke til at de farste leddene i tallfglgen ikke
ngdvendigvis oppfarer seg slik som resten av tallfglgen. For hvilke av tallfglgene vil de farste 5 leddene
kunne fare til en gal diagnose for monotoni-egenskapen?

(Tilleggsoppgave: Forsgk & bevise dine antagelser ved & analysere det n-te ledd!)

6. Hvis ikke den utpekte verdien endrer seg noe nevneverdig etter gjentatt klikking, tyder dette pa (men er
ingen bevis!) at tallfglgen er konvergent. Hvilke av de angitte tallfalgene vil du etter dette kriteriet
betegne som konvergent? Prav i disse tilfellene & avlese grenseverdien!

(Tilleggsoppgave: Forsgk & bevise konvergensen ved & analysere formelen og beregn beregn sa
grenseverdien!)

7. Hvor mange ganger mé& du klikke formelen for & komme i nerheten av grenseverdien? Legg merke til at
dette kan vaere helt forskjellig for ulike tallfalger! For hvilke tallfglger gar det fortest? Hvorfor?

8. Angaende den formelle definisjonen til grenseverdien:

0 Studer tallfglgen a, = 5/n. Fra og med hvilken verdi for n er avstanden fra a, til grenseverdien
mindre enn 0,2? Fra og med hvilken verdi for n er den mindre enn 0,1?
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Studer tallfglgen a, = 50n/(n2 + 50). Fra og med hvilken verdi for n er avstanden fra a til
grenseverdien mindre enn 1? Fra og med hvilken verdi for n er den mindre enn 0,5?

Studer tallfglgen a, = 1 + (-1)"/n. Fra og med hvilken verdi for n er avstanden fra an til
grenseverdien mindre enn 0,1? Fra og med hvilken verdi for n er den mindre enn 0,05?

Nar du laser denne oppgaven kan du studere tallverdiene for hvert ledd i tallfalgen som blir vist gverst til
hgyre i animasjonen!
(Tilleggsoppgave: Forsgk ved hjelp av analyse av formelen a beregne verdien til det n-te ledd!)

Anmerkninger til denne oppgaven:

Denne gvelsen skal klargjare fglgende: Dersom tallfglgen er konvergent, finnes det for hvert
(uansett hvor lite) tall € en verdi n, slik at det gjelder fra og med denne verdien for n, at

avstanden fra a, til grenseverdien er mindre enn ¢ .

NB: Med det uanselige uttrykket "fra og med" er det her fremsatt et sterkt utsagn: Alle
(uendelig mange) ledd, som fglger etter, ma ogsé oppfalge denne betingelsen:

| an - grenseverdi | < ¢

Et slikt utsagn falger ikke av verdien til et endelig antall ledd i tallfglgen, men ma bevises (ved
matematisk argumentasjon). Om dette er lett eller vanskelig, er avhengig av den konkrete

tallfglgen.

Lagsningsforslag

2. Aritmetisk: a, =5 - n°.
Geometrisk: a, = 1,2", ap=4-0,7"0oga, =10 - 2™.

3. Den 10. rot av 10 er stgrre enn den 20. rot av 20. Den enmillionte rot av en million er knapt over 1.

4. Med gvre grense : alle unntatt a, = n - 5, a, = 1,2" ogan = n2/(n +3).

Med nedre grense: alle unntatt a, =5 - n°.

5. Monotont voksende: a, =n -5, a, = 1,2" og a, = n2/(n + 3).
Monotont avtagende: a, = 5/n, a, =5 - n? a, = 4 - 0,7", a, = 5/n° og a, = 10 - 2.

Gal diagnose p& grunnlag av de farste 5 ledd i tallfglgene a, = 50n/(n” + 50) og a, = (n” + 3n)/(n” + 5).

6. De konvergente tallfalgene er:

OO0OO0OOOOOOOO

ap =5/n (grenseverdi: 0)

an=1+(-1)"n (grenseverdi: 1)
ap=(n+1)/(2n-5) (grenseverdi: 1/2)
an=4-0,7" (grenseverdi: 0)

a, = 50n/(n” + 50)  (grenseverdi: 0)
an=5/n° (grenseverdi: 0)
an=(n?+3n)/(n*+5) (grenseverdi: 1)
a,=10-2" (grenseverdi: 0)

an = (sin n)/n  (grenseverdi: 0)

a,=n"" (=n-terotavn) (grenseverdi 1)
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7. Blant de konvergente tallfglgene er det de geometriske tallfglgene som naermer seg fortest
grenseverdien. | en seerstilling star tallfelgen a, = 5/n” , siden alle de andre konvergerer langsommere.

For a fa feling med disse ulike konvergensegenskaper, kan du sette inn et stort tall for n (f.eks. 1 million)
i de ulike formlene og sammenligne deres verdi! Du trenger ikke gjennomfgre kompliserte beregninger
her. Bruk heller skjgnn slik eksemplene under viser:
0 Ernveldig stor, avviker n? + 50 sveert lite fra n. Derfor kan en, nar en skal ansla verdien for
store n, erstatte formelen 50n/(n2 + 50) med 50n/n” = 50/n .

0 219990 or sygert mye mindre enn 1/1000000.

0O ay=5/n
Fra og med n = 26 er avstanden fra aj til grenseverdien (0) mindre enn 0,2.
Fra og med n = 51 er avstanden fra a, til grenseverdien (0) mindre enn 0,1.
0 an=50n/(n? + 50)
Fra og med n = 49 er avstanden fra a, til grenseverdien (0) mindre enn 1.
Fra og med n = 100 er avstanden fra a til grenseverdien (0) mindre enn 0,5.
0 an=1+(-1)Y
Fra og med n = 11 er avstanden fra aj til grenseverdien (0) mindre enn 0,1.
Fra og med n = 21 er avstanden fra a, til grenseverdien (0) mindre enn 0,05.

Didaktisk bakgrunn

Siden regning med tallfglger — pa grunn av deres "unendelige" karakter — byr pa tallrike formale hinder, kan det
seerlig p& dette omradet veere til stor hjelp & skape anskueliggjaring av idéen. Laeringsstgtten synliggjer den ellers
abstrakte rekke"falgen" og det dynamiske "etter-hverandre". Samtidig tar en den numeriske dimensjonen med
gjennom visning av tallverdiene.

P& den ene siden kan animasjonen brukes til & illustrere og diskutere begrep som monotoni, tilnaerming og
spesielt konvergens. Pa den andre siden viser den tilstrekkelig numerisk informasjon for & kunne se
sammenhengen med en formal betraktningsmate. Her kan stgtte gis pa flere forstaelsesnivaer, her framheves to
spesielt:

e kunne trekke konklusjoner for en tallfglges "oppfarsel” (en anskuelig forestilling) ut fra den (formale)
fremstilling gitt ved en formel for leddene.

e  kunne tolke definisjonen for konvergens dithen at den beskriver et utsagn som

"For hvert € finnes det en indeks, slik at fra og med denne indeksen vil alle ledd ha en avstand som er mindre
enn ¢ fra tallfglgens grenseverdi."

Hvis den lzerende ennd er ukjent med den algebraiske analysen av egenskaper som monotoni og konvergens
(eller hvis dette ikke er leeringsmal), s& kan denne lzeringsstatten, hvis den blir knyttet til spesielt tilpassede
oppgavestillinger, ogsa brukes til & bli kjent med kvalitative egenskaper til tallfglger.

Bruker en oppgavene som er integrert i denne animerte laeringsstatten, bar en opplyse om det ogséa skal arbeides
med tilleggsoppgaver (algebraisk Igsning av spgrmalene) eller ei.
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