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1. INNLEDNING

Vi fortsetter der vi slapp i forrige uke og skal se pa lgsninger av varmelikningen som
oppfyller forskjellige randbetingelser.
Dette er forelesningsnotater og erstatter ikke laereboken.

2. LOSNINGER AV VARMELIKNINGEN

Vi oppsummerer raskt hvilke funksjoner vi vet om som lgser varmelikningen. Sist uke
sa vi at
(1) w(z,t) = e - sin(wz + p)
lgser varmelikningen
(2) (2, 1) = U (2, 1)

for alle w, p € R. Dette vil veere vare “byggesteiner” nar vi lgser generelle initialverdipro-
blemer.

3. RANDBETINGELSER
Viminner om de to typene randbetingelser (engelsk: “boundary conditions”) vi opererer
med i var handtering av varmelikningen.
1) “Konstant temperatur lik null”: Dersom vi antar at staven vi modellerer er koblet
i hver ende til et legeme med uendelig varmekapasitet og temperatur lik null, kan
vi anta at temperaturen til staven i de to endepunktene ogsa er null. Med formler
uttrykker vi dette slik:
(3) u(0,t) =0 =wu(l,t).
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2) “Isolerte endepunkter”: Vi kan anta at vi har isolert stavens endepunkter. De
praktiske folgene av dette er at vi hinder varme i a forlate eller entre stave. Den
deriverte i z-retningen ma derfor veere null i endepunktene. Med formler uttrykker
vi dette slik:

(4) uz(0,t) =0 =u,(l,t).

3.1. Endepunkter med konstant temperatur lik 0. Anta at vi holder endepunktene
av staven ved konstant temperatur lik null. Lgsningene oppfyller ikke dette kravet for
alle frekvenser og faseforskyvninger: Siden vi krever at u(0,0) = 0 = «(,0), ma p = 0 og
w = nn/l der n er et helt tall. Funksjonen

(5) u(z,t) = e=r (nm /) sin(nTWx)

lgser derfor varmelikningen og oppfyller samtidig randbetingelsen. Videre vil linesere kom-
binasjoner ogsa ha de samme egeneskapene: summen temperaturprofiler som er null gra-
der i endepunktene vil ogsa veere null grader i endepunktene.

Generelt vil derfor summer

(6) Z ay - € " (n/1)? 51n(n77rx>

n>0

ogsa veere lgsninger, der vi star fritt til & velge koeffisientene a,, fritt.

3.2. Isolerte endepunkter. Anta sa at vi isolerer endepunktene av staven. Igjen vil
ikke alle lgsningene oppfyller dette kravet for alle frekvenser og faseforskyvninger:
Siden vi krever at endepunktene er isolerte, vil u,(0,t) = 0 = u,(l,t). Dette medfgrer at
p=m/2o0g w =mnn/l der n er et helt tall. Na kan derfor skrive om initialbetingelsen ved
a bruke identiteten sin(u + 7/2) = cos(u), og der fglger at funksjonen

(7) u(z,t) = e~ (/D COS(?I)

lgser derfor varmelikningen og oppfyller samtidig randbetingelsen. Videre vil linegere kom-

binasjoner ogsa ha de samme egeneskapene: summen temperaturprofiler som har retnings-

derivert lik null i z-retningen, vil ogsa ha retningesderivert lik null i z-retningen.
Generelt vil derfor summer

(8) => b,-e" (n/1)? cos(?a:)

n>0
ogsa veaere lgsninger, der vi star fritt til & velge koeffisientene b,, fritt.
3.3. Initialbetingelser. Na som vi har funnet lgsninger for varmelikningen under for-

skjellige randbetingelser, er det store spgrsmalet: Gitt en funksjon f(x). Kan vi da klare
& finne koeffisienter a,, slik at (6)) (eller () oppfyller initialbetingelsen:

(9) u(e,t) = fz)  welod 7

Vi skal kikke pa noen enklere eksempler for vi tar fatt pa det som leder inn til neste
ukes emne: Fourier-rekker.
Eksempel 1 [1, Eksempel 9.3.1] Vi gnsker & lgse initialverdiproblemet

u(x,t) = g (z,t) 0<zx<2 0<t<oo
u(z,0) = —sin(rz) + 3sin(37z) 0<z<2



med randbetingelse

u(0,t) =u(2,t) =0 0<t<o

((losning))

Eksempel 2 [1, Eksempel 9.3.2] Vi gnsker & lgse initialverdiproblemet

(10) (2, 1) = Uge(z, 1) 0<z<A4, 0<t<oo
(11) u(z,0) = 5 — cos(mx) — 3sin®(27x) 0<z<4

med randbetingelse

(12) U (0,8) = ug(4,¢) = 0 0<t< o0

I denne oppgaven ma vi skrive om initialbetingelsen ved a bruke at
2sin?(z) = 1 — cos(2x).
Dermed blir

u(z,0) =5 — cos(mz) — ;(1 — cos(4rzx)) = 3 cos(mz) — 2008(47TSE) :

((losning))

Varmelikning: u; = K - Uy,
Lgsninger: u(z,t) =

—w?t

e - sin(wz + p)

“Endepunkter med
konstant temp. = 0”
u(x,t) = Y,s00n -
e—r(nm/)* ¢ Sin(%x)

“Isolerte endepunkter”
e—r(nm /D)%t cos("l—”x)




3.4. Introduksjon til sinusrekkelgsninger. I eksemplene over var initialbetingelsene
enkle i den forstand at de bestod av endelige summer av sinus-funksjoner. Det gjorde at
vi lett kunne identifisere hvilke koeffisienter a,, i den generelle lgsningen @ som trengte
a veere # 0, og hva de matte veere.

Problemet vi skal begynne pa na handler om hva som skjer nar initialbetingelsen er
gitt med en generell funksjon f(z) som ikke trenger a veere av denne typen. Altsa, vi
antar at f(z) er gitt og innfgrer initialbetingelsen

(14) u(z,0) = f(z)
(Vi minner om at vi fremdeles ser pa randbetingelsen der endepunktene har konstant

temperatur lik 0.)
Anta at vi har funnet et endelig antall koeffisienter a,, for n = 1,2,... N slik at

(15) u(z,t) := Z:l ane " - sin(c, 1) (cn :=nm/l)

gir en god tilnserming til initialbetingelsen, dvs. at

u(z,0) = f(z).
Vi spor oss selv na: Hva a,, 7 For & svare pa dette benytter vi en elegant teknikk som
involverer integrasjon.

Lemma 3.1.

; (cos(ar = ) — cos(a + §)) = sin(a) sin(6).

Bewis. Formelen for kosinus til en sum av vinkler sier at
cos(A + B) = cos(A) cos(B) — sin(A) sin(B)

sa ved direkte utregning far vi:

(16) cos(a — ) — cos(a + ) = cos(a) cos(—f) — sin(«) sin(—/3)

(17) — (cos(a) cos(5) — sin(«) sin(3))

(18) = 2sin(a) sin(p)

Formelen i lemmaet folger etter & ha delt denne likningen pa 2. O

Lemma 3.2. La n og k vere heltall. Da er

2 . .k 1 =k
7/0 Sm(nllx) -Slﬂ(%:ﬁ) dr = {0 Z;«ék )

Bewvis. Lemma medfgrer at

o (o () o () (2125

som gjgr oss i stand til & utfgre integrasjonen og sjekke at integralet er lik 0 nar n # k.
((+Detaljer))
Nar n = k vil integranden ha periode lik [/, sa

! 1 /2
/ sin®(nmx/l) de = 5/ sin®(nma/l) dx
0 0

1 2
= Z/ sin?(nwx /1) + cos®*(nwx /1) dx
0

1 2 29
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Ta na tilnsermingen (|15)), og utfer integrasjonen:

7 / f(x) - sin( ) de ~ 7/ u(x,0) - sin(kZTq:) dx
ﬁ:: ?/ ay, - sin (Tx) . sin(k;x) dor = ay, .

Vi har med andre ord funnet en mate & finne koeffisientene a; ved hjelp av integrasjon!
Vi oppsummerer:

Teorem 3.3. La f(z) vere en funksjon, og anta at

z_: b sin(e,x) (cn :=nm/l)

er en lgsning av varmelikningen med randbetingelser w(0,t) = 0 = u(l,t) som tilnermer
f(z) nart =0,

Da er

Eksempel 3 Gitt funksjonen

19) f($)_{1 (€ [1/2,3/2]

0 ;ellers.

La [ = 2. Finn en lgsning av varmelikningen med randbetingelser «(0,t) = 0 = u(2, )
slik at

u(z,0) = f(z).

[ folge Teorem [3.3] vil
(20) ay == / -sin(kmx/2) dx

gi koeffisientene til en lgsning av varmelikningen

(21) z_: . sin(e,x) (cn :=nm/l)
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som er en tilneerming av initialverdiproblemet. Siden f(x) = 1 pa intervallet [0.5, 1.5] og
0 ellers, blir integralet for £ > 1 lik

3/2 2 km v=8/2
' 92 — |- il
/1/2 sin(krz/2) dz [ o cos ( 5 :1:)]

z=1/2
2 s 3T
= <Cos(kr4) - cos(k:4)
0 k = 8r
1 kE=8r+1
0 k=8r+2

C2V2 ) -1 k=8r+3
 km 0 k=8r—+4

-1 k=8r+5
k=8r+6
1 k=8r+7

Figfurene pa neste side viser forskjellige lgsninger der antall ledd, N varierer. Legg merke
til folgende:
e Funksjonene (som er tegnet med rgdt i figurene) er alle sammen lgsninger av
varmelikningen w;(x,t) = Kug,(z,1).
e Alle oppfyller randbetingelsen u(0,¢) = 0 = u(l,t)
e Lgsningene tilneermer initialbetingelsen (tegnet i sort), og tilnserming ser ut til a
forbedre seg nar vi gker antall ledd .

I neste uke skal la N — oo og se pa de uendelige rekkene som da oppstar.
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Ficur 1. Tre forskjellige lgsninger av varmelikningen for N = 20, 60, 240.



4. IKKE-HOMOGENE RANDBETINGELSER
Vi gnsker a lgse initialverdiproblemet
(22) ur(z,t) = uge(z, 1) 0<x<l 0<t<o
(23) u(z,0) = f(x) 0<z<lI

med randbetingelse

(24) u(0,t) = Tp u(l,t) =T, 0<t<oo

Merk at i dette tilfellet er randbetingelsen at endepunktene har konstant temperatur, men
denne temperaturen er ikke null. Vi sier at problemet ikke har homogene randbetingelser.

At randbetingelsene ikke er homogene medfgrer at vi ikke uten videre kan ta linesere
kombinasjoner av lgsninger vi finner og forvente a fa nye lgsninger. Vi kan heller ikke
bruke lgsningene vi har funnet til na, siden de vil gi oss lgsninger der endepunktene av
staven har konstant temperatur lik null.

Det fgrste skrittet i lgsningen pa problemet er a lage et nytt initialverdiproblem fra det
opprinnelige, der randbetingelsene er homogene. La

I =Ty
[

veere funksjonen som lineaert interpolerer mellom de to angitte endepunktstemperaturene

To og T;. Med andre ord er grafen til v(z) en rett linje og vi har at v(0) = T og v(l) = 1;.
Anta at u(z,t) er en lgsning av det opprinnelige initialverdiproblemet (22))-(24). Da er

w(z,t) = u(z,t) —v(x) en lgsning av folgende initialverdiproblem:

(25) wi(z,t) = Wy (x,t) 0<z<l 0<t<oo

(26) w(z,0) = f(x) — v(z) 0<z<]

v(x)=To+ -

med randbetingelse
(27) w(0,t) =u(l,t) =0 0<t<o0

Og omvendt, hvis w(z,t) oppfyller (25)-(27), s& oppfyller funksjonen u(z,t) = w(z,t) +
v(z) (22)-([24).

Vi kan med andre ord flytte en lgsning av det opprinnelige problemet med ikkeho-
mogene randbetingelser til en lgsning av det modifiserte problemet som har homogene
randbetingelser, og omvendt, ved a trekke fra eller legge til funksjonen v(z). Det betyr
at lgsningsmengdene star i et 1-1-forhold til hverandre og spesielt at en lgsning av det
opprinnelige problemet alltid kan skrives som

u(z,t) = w(z,t) +v(x)

der w(x,t) er en lpsning av problemet med homogenes randbetingelser.

Eksempel 4 Inhomogene randbetingelser Vi gnsker a lgse initialverdiproblemet

ug(x,t) = ug,(x,t) 0<z<2 0<t<oo
u(z,0) =1 —x —sin(2nzx) + 2sin(5mx) 0<z<2.

med randbetingelse

u(0,t) =1 og u(2,t) =—1 0<t<oo



Vi ser at dette er et initialverdiproblem med randbetingelser som tilsvarer endepunk-
ter med forskjellig, men konstant, temperatur. Vi danner derfor funksjonen som linegert
interpolerer mellom Ty =1 og T, = —1:

v(e)=1+x- =1-x,

2
og bruker denne til & modifisere det opprinnelige initialverdiproblemet til et med homo-
gene randbetingelser:

wy(x,t) = 3wy, (z,1) 0<x<2 0<t<o0
(28) w(x,0) = u(z,0) — v(x)
= —sin(27x) + 2sin(57x) 0<z<2.
w(0,t) = u(2,t) =0 0<t<o0
Den generelle Igsningen er gitt ved
w(z,t) =Y ay- g3nm/2)* sin(nlx)
n>0 2
som nar t = 0 ser ut som o
w(z,0) = > a,-sin(—-x).
n>0 2

For a finne koeffisientene a,,, sammenligner vi med randbetingelsen som sier at det
er kun de leddene i summen over med frekvens 1 og 2/5 som har koeffisienter forskjellig

fra null. Disse frekvensene tilsvarer leddene med indeks n = 4 og n = 10, sa ay = —1 og
a9 = 2 og den generelle lgsningen spesialiserer til
w(z,t) = ay - e3> gin (21 + ayg - e 2T sin(5mx)

= —1-e " sin(2rz) + 2 ¢ tsin(5mx) .

Til slutt bruker vi denne lgsingen til a finne lgsningen av det opprinnelige initialverdi-
problemet med inhomogene randbetingelser:

u(z,t) = w(z,t) + v(x)
=w(z,t)+1—=x

= —1-e 2 sin(2ra) + 2 ¢ P tsin(5rr) + 1 — o
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